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1. Najděte nejmenš́ı a největš́ı hodnoty funkce f : R2 → R,

f(x, y) = x2 − y2 + 2xy

na kružnici x2 + y2 = 4.

Řešeńı:
Použijeme metodu Langrangeových multiplikátor̊u pro kružnici M = {(x, y) ∈ R2 | g(x, y) = 0}, kde
g(x, y) = x2 + y2 − 4. Pro extrém a = (x, y) na M existuje λ ∈ R, že

(2x + 2y,−2y + 2x) = f ′|a = λg′|a = λ · (2x, 2y)

a
x2 + y2 = 4.

Rovnice tedy vyjadřuj́ı to, že hledáme vektor a = (x, y)T takový, že ||a|| = 2 a(
1− λ 1

1 −1− λ

) (
x
y

)
=

(
0
0

)
.

Tato soustava má netriviálńı řešeńı právě když determinant soustavy je roven nule, tj.−(1−λ)(1+λ)−1 =
0, tedy λ = ±

√
2. Jde v podstatě o hledáńı vlastńıch č́ısel matice ( 1 1

1 −1 ) a jej́ıch vlastńıch vektor̊u s
normou rovnou 2.

Pro λ =
√

2 dostáváme:

a1 = ±
√

2 +
√

2 · (1,
√

2− 1)

s funkčńı hodnotou
f(a1) = 4

√
2.

Pro λ = −
√

2 dostáváme:

a2 = ±
√

2−
√

2 · (−1,
√

2 + 1)

s funkčńı hodnotou
f(a2) = −4

√
2.

Množina M je uzavřená a omezená a spojitá funkce f tak v těchto bodech skutečně nabývá svého
maxima a minima.

2. Velmi unavený horolezec leze po ploše, která je grafem funkce f(x, y) = exy + lnx. Právě se nacháźı v
bodě A = (1, 1, ?) ∈ R3. Kterým ze dvou směr̊u

U = (1, 2, ?) a V = (2, 1, ?)

(v tečné rovině grafu funkce f v bodě A) se má vydat, aby šel cestou menš́ıho stoupáńı?

Řešeńı:
Pro a = (1, 1) ∈ R2 je f(a) = e, tedy A = (1, 1, e). Spoč́ıtáme gradient (derivaci) funkce f :

grad f|(1,1) = f ′|(1,1) = (yexy +
1
x

, xexy)|(1,1) = (e + 1, e)



Rovnice tečné roviny ke grafu funkce f v bodě a je

z = f(1, 1) + f ′|(1,1)

(
x−1
y−1

)
= e + (e + 1, e)

(
x−1
y−1

)
= (e + 1)x + ey − (e + 1)

Vektory U a V lež́ı v této tečné rovině (přesněji v jej́ım zaměřeńı) právě když jsou kolmé na jej́ı normálový
vektor N = (e+1, e,−1) (tj. když U·N = 0 = V ·N.) Máme tak, že U = (1, 2, 3e+1) a V = (2, 1, 3e+2).
Strmost stoupáńı je dána úhlem, který tyto vektory sv́ıraj́ı s rovinou z = 0, tedy arctan

(
3e+1√
12+22

)
pro

U a arctan
(

3e+2√
12+22

)
pro V. Menš́ı stoupáńı je tak ve směru vektoru U.

Poznámky:
(1) Mohli jsme využ́ıt implicitńıho zadáńı grafu Φ(x, y, z) = 0 pro Φ(x, y, z) := f(x, y) − z. Pak

bychom rovnou dostali normálový vektor jako gradient Φ, tj. N = grad Φ|A.
(2) Pokud polož́ıme u = (1, 2) a v = (2, 1), pak máme U =

(
u, f ′|a(u)

)
a V =

(
v, f ′|a(v)

)
. Pokud

nav́ıc plat́ı ||u|| = ||v|| (jako v našem př́ıpadě), pak pro strmost stoupáńı ve směru vektor̊u U a V stač́ı
porovnat pouze jejich posledńı složky, tj. hodnoty f ′|a(u) a f ′|a(v).

3. Vypoč́ıtejte hodnotu integrálu ∫∫∫
E

|z| dV,

kde E = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ 1 & |z| ≤ 3 & y ≥ 0}.

Řešeńı:
Oblast E je polovina válce. K výpočtu integrálu použijeme cylindrické souřadnice:

Φ(r, ϕ, z) = (r cos ϕ, r sin ϕ, z), det Φ′ = r

s paramerizaćı oblasti E = Φ(U) jako

U = {(r, ϕ, z) ∈ R3 | 0 ≤ r ≤ 1 & |z| ≤ 3 & 0 ≤ ϕ ≤ π}.

∫∫∫
E=Φ(U)

|z| dV =
∫∫∫

U

|z|r dV =

1∫
0

π∫
0

3∫
−3

|z|r dz dϕ dr =
( 3∫
−3

|z| dz
)
·
( π∫

0

1 dϕ
)
·
( 1∫

0

r dr
)

=
9
2
π.
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